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Âòîðîé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé
1. Âàñÿ è Ïåòÿ ïî î÷åðåäè âûêëàäûâàþò íà åäèíè÷íûé îòðåçîê ìåíüøèå îòðåçêè.

Ïåðâûì õîäîì Âàñÿ êëàäåò îòðåçîê äëèíû 1/2, à êàæäûé ñëåäóþùèé îòðåçîê âäâîå
êîðî÷å ïðåäûäóùåãî. Âûêëàäûâàåìûå îòðåçêè íå ìîãóò èìåòü îáùèõ âíóòðåííèõ òî-
÷åê è âûõîäèòü çà ãðàíèöû èñõîäíîãî îòðåçêà. Ïðîèãðûâàåò íå èìåþùèé õîäà. Êòî èç
èãðîêîâ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø?
2. Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Íà ìåíüøåé äóãå AB

îêðóæíîñòè ω2 âûáðàíà òî÷êà P . Ïðÿìàÿ AP ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω1 â òî÷êå C.
Ïðÿìàÿ CB ïåðåñåêàåò áîëüøóþ äóãó AB îêðóæíîñòè ω2 â òî÷êå D. Áèññåêòðèñà óãëà
CAD ïåðåñåêàåò áîëüøóþ äóãó AB îêðóæíîñòè ω2 â òî÷êå L. Òî÷êà F âûáðàíà òàêèì
îáðàçîì, ÷òî CLPF � ïàðàëëåëîãðàìì. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òî÷êà
X, äëÿ êîòîðîé ∠LFX = ∠CDX = 30◦ è CX = PL.
3. Âíóòðè âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà M âûáðàíà òî÷êà A. Ìíîãîóãîëüíèê M ′ ïîëó-

÷àåòñÿ èç M ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð #–v . Îáîçíà÷èì ÷åðåç r è r′ ìàêñèìàëü-
íûå ðàññòîÿíèÿ îò A äî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêîâ M è M ′ ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî 3r′ > r + | #–v |.
4. Âåðøèíû ãðàôà G ðàçáèòû íà íåñêîëüêî n-êëèê, íàçûâàåìûõ ñëîÿìè. Ïðîñòîé

öèêë ýòîãî ãðàôà áóäåì íàçûâàòü âàæíûì, åñëè ýòîò öèêë ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ
âåðøèí èç êàæäîãî ñëîÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäîå ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû èç
ðàçíûõ ñëîåâ, ïîêðûòî íå áîëåå, ÷åì n− 2 âàæíûìè íå÷åòíûìè öèêëàìè. Äîêàæèòå,
÷òî âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ìîæíî ðàñêðàñèòü â n öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.
5. Ïóñòü x1 < x2 < x3 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà x3−3x−1. Äîêàæèòå, ÷òî x2

3−x2
2 = x3−x1.

6. Ïóñòü k > 10 � òàêîå ÷èñëî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ îñòàëüíûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäå-
íèå k ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü òî÷íîé m-é ñòåïåíüþ ïðè
m > k + 2.
7. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c ðàâíà 3. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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8. Êëåò÷àòàÿ ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà L-òåòðàìèíî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå 16
òàêèõ ðàçáèåíèé ïëîñêîñòè íà L-òåòðàìèíî, ÷òî íèêàêèå äâà òåòðàìèíî âî âñåõ ýòèõ
17 ðàçáèåíèÿõ íå ñîâïàäàþò.
9. Âî âïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíû CD è DA ðàâíû. Íà ñòîðîíàõ

AB è BC âûáðàíû òî÷êè E è F ñîîòâåòñòâåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∠ADC = 2∠EDF .
Îòðåçêè DK è DM ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âûñîòîé è ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà DEF .
Òî÷êà L ñèììåòðè÷íà òî÷êå K îòíîñèòåëüíî òî÷êè M . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DM è
BL ïàðàëëåëüíû.
10. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à k � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Öåëûå ÷èñëà

a, b è c óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
an + kb = bn + kc = cn + ka.

Äîêàæèòå, ÷òî a = b = c.


